
u =
FullSimplify@8-a HExp@a xD Sin@a y + d zD + Exp@a zD Cos@a x + d yDL Exp@-d^2 Hh ê rL tD,

-a HExp@a yD Sin@a z + d xD + Exp@a xD Cos@a y + d zDL Exp@-d^2 Hh ê rL tD,
-a HExp@a zD Sin@a x + d yD + Exp@a yD Cos@a z + d xDL Exp@-d^2 Hh ê rL tD<D;

MatrixForm@uD

-a ‰
-
d2 t h

r H‰a z Cos@a x + d yD + ‰a x Sin@a y + d zDL

-a ‰
-
d2 t h

r H‰a x Cos@a y + d zD + ‰a y Sin@d x + a zDL

-a ‰
-
d2 t h

r H‰a y Cos@d x + a zD + ‰a z Sin@a x + d yDL

divu = FullSimplify@D@u@@1DD, xD + D@u@@2DD, yD + D@u@@3DD, zDD

0

dudt = 8D@u@@1DD, tD, D@u@@2DD, tD, D@u@@3DD, tD<;
MatrixForm@dudtD

a d2 ‰
-
d2 t h

r h H‰a z Cos@a x+d yD+‰a x Sin@a y+d zDL

r

a d2 ‰
-
d2 t h

r h H‰a x Cos@a y+d zD+‰a y Sin@d x+a zDL

r

a d2 ‰
-
d2 t h

r h H‰a y Cos@d x+a zD+‰a z Sin@a x+d yDL

r

gradu = FullSimplify@88D@u@@1DD, xD, D@u@@1DD, yD, D@u@@1DD, zD<,
8D@u@@2DD, xD, D@u@@2DD, yD, D@u@@2DD, zD<,
8D@u@@3DD, xD, D@u@@3DD, yD, D@u@@3DD, zD<<D;

MatrixForm@graduD

a2 ‰
-
d2 t h

r H‰a z Sin@a x + d yD - ‰a x Sin@a y + d zDL a ‰
-
d2 t h

r H-a ‰a x Cos@a y + d zD + d ‰a z Sin@a x + d

-a ‰
-
d2 t h

r Hd ‰a y Cos@d x + a zD + a ‰a x Cos@a y + d zDL a2 ‰
-
d2 t h

r H-‰a y Sin@d x + a zD + ‰a x Sin@a y + d

a ‰
-
d2 t h

r H-a ‰a z Cos@a x + d yD + d ‰a y Sin@d x + a zDL -a ‰
-
d2 t h

r Hd ‰a z Cos@a x + d yD + a ‰a y Cos@d x + a

lapu = FullSimplify@8D@u@@1DD, x, xD + D@u@@1DD, y, yD + D@u@@1DD, z, zD,
D@u@@2DD, x, xD + D@u@@2DD, y, yD + D@u@@2DD, z, zD,
D@u@@3DD, x, xD + D@u@@3DD, y, yD + D@u@@3DD, z, zD<D;

MatrixForm@lapuD

a d2 ‰
-
d2 t h

r H‰a z Cos@a x + d yD + ‰a x Sin@a y + d zDL

a d2 ‰
-
d2 t h

r H‰a x Cos@a y + d zD + ‰a y Sin@d x + a zDL

a d2 ‰
-
d2 t h

r H‰a y Cos@d x + a zD + ‰a z Sin@a x + d yDL

g = 80, 0, 0<H*8g1@x, y, tD, g2@x, y, tD<*L

80, 0, 0<

MatrixForm@Simplify@u ê. 8t Ø 0<DD

-a H‰a z Cos@a x + d yD + ‰a x Sin@a y + d zDL
-a H‰a x Cos@a y + d zD + ‰a y Sin@d x + a zDL
-a H‰a y Cos@d x + a zD + ‰a z Sin@a x + d yDL



VectorPlot3D@u ê. 8a Ø p ê 4, d Ø p ê 2, t Ø 0<,
8x, -1, 1<, 8y, -1, 1<, 8z, -1, 1<, VectorColorFunction Ø HueD
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rhs = Simplify@-r Hdudt + gradu.u - h ê r lapu - gLD;
MatrixForm@rhsD

-a2 ‰
-
2 d2 t h

r r Id ‰a Hx+yL Cos@d x + a zD Cos@a y + d zD + a ‰2 a x Cos@a y + d zD2 + a ‰a Hx+yL Cos@a y + d zD Sin

-a2 ‰
-
2 d2 t h

r r Ia ‰2 a y Cos@d x + a zD2 + Cos@a x + d yD Id ‰a Hy+zL Cos@d x + a zD + a ‰a Hx+zL Cos@a y + d zDM

-a2 ‰
-
2 d2 t h

r r Ia ‰2 a z Cos@a x + d yD2 + a ‰2 a z Sin@a x + d yD2 + a Cos@d x + a zD I‰a Hx+yL Cos@a

int1 = Simplify@Integrate@rhs@@1DD , xDD

-
1

2
a2 ‰

-
2 d2 t h

r r I‰2 a x + ‰a Hy+zL Sin@d H-x + yL + a Hx - zLD - ‰a Hx+zL Sin@a x - a y + d y - d zD +

‰a Hx+yL Sin@d x - a y + a z - d zD + ‰a Hy+zL Sin@d Hx + yL + a Hx + zLD +

‰a Hx+yL Sin@d Hx + zL + a Hy + zLD + ‰a Hx+zL Sin@a Hx + yL + d Hy + zLDM

int2 = Simplify@Integrate@rhs@@2DD , yDD

-
1

2
a2 ‰

-
2 d2 t h

r r I‰2 a y + ‰a Hy+zL Sin@d H-x + yL + a Hx - zLD - ‰a Hx+zL Sin@a x - a y + d y - d zD +

‰a Hx+yL Sin@d x - a y + a z - d zD + ‰a Hy+zL Sin@d Hx + yL + a Hx + zLD +

‰a Hx+yL Sin@d Hx + zL + a Hy + zLD + ‰a Hx+zL Sin@a Hx + yL + d Hy + zLDM

int3 = FullSimplify@Integrate@rhs@@3DD , zDD

-
1

2
a2 ‰

-
2 d2 t h

r r I‰2 a z + ‰a Hy+zL Sin@d H-x + yL + a Hx - zLD + 2 ‰a Hx+yL Cos@a y + d zD Sin@d x + a zD +

2 ‰a Hx+zL Cos@a x + d yD Sin@a y + d zD + ‰a Hy+zL Sin@d Hx + yL + a Hx + zLDM
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p = FullSimplifyB-
1

2
a2 ‰

-
2 d2 t h

r r

I‰2 a x + ‰2 a y + ‰2 a z + ‰a Hy+zL Sin@d H-x + yL + a Hx - zLD - ‰a Hx+zL Sin@a x - a y + d y - d zD +

‰a Hx+yL Sin@d x - a y + a z - d zD + ‰a Hy+zL Sin@d Hx + yL + a Hx + zLD +

‰a Hx+yL Sin@d Hx + zL + a Hy + zLD + ‰a Hx+zL Sin@a Hx + yL + d Hy + zLDMF

-
1

2
a2 ‰

-
2 d2 t h

r r I‰2 a x + ‰2 a y + ‰2 a z + 2 ‰a Hy+zL Cos@d x + a zD Sin@a x + d yD +

2 ‰a Hx+yL Cos@a y + d zD Sin@d x + a zD + 2 ‰a Hx+zL Cos@a x + d yD Sin@a y + d zDM

gradp = 8D@p, xD, D@p, yD, D@p, zD<;

Simplify@gradp@@1DD - rhs@@1DDD

0

Simplify@gradp@@2DD - rhs@@2DDD

0

Simplify@gradp@@3DD - rhs@@3DDD

0

MatrixForm@Simplify@dudt + gradu.u + 1 ê r gradp - h ê r lapu - gDD

0
0
0

u0 = u ê. 8t Ø 0, x Ø x@0D, y Ø x@1D, z Ø x@2D<

9-a I‰a x@2D Cos@a x@0D + d x@1DD + ‰a x@0D Sin@a x@1D + d x@2DDM,

-a I‰a x@0D Cos@a x@1D + d x@2DD + ‰a x@1D Sin@d x@0D + a x@2DDM,

-a I‰a x@1D Cos@d x@0D + a x@2DD + ‰a x@2D Sin@a x@0D + d x@1DDM=

CForm@u0@@3DDD

-(a*(Power(E,a*x(1))*Cos(d*x(0) + a*x(2)) + Power(E,a*x(2))*Sin(a*x(0) + d*x(1))))

p0 = p ê. 8t Ø 0, x Ø x@0D, y Ø x@1D, z Ø x@2D<

-
1

2
a2 r I‰2 a x@0D + ‰2 a x@1D + ‰2 a x@2D + 2 ‰a Hx@1D+x@2DL Cos@d x@0D + a x@2DD Sin@a x@0D + d x@1DD +

2 ‰a Hx@0D+x@1DL Cos@a x@1D + d x@2DD Sin@d x@0D + a x@2DD +

2 ‰a Hx@0D+x@2DL Cos@a x@0D + d x@1DD Sin@a x@1D + d x@2DDM

ut = u ê. 8x Ø x@0D, y Ø x@1D, z Ø x@2D<

:-a ‰
-
d2 t h

r I‰a x@2D Cos@a x@0D + d x@1DD + ‰a x@0D Sin@a x@1D + d x@2DDM,

-a ‰
-
d2 t h

r I‰a x@0D Cos@a x@1D + d x@2DD + ‰a x@1D Sin@d x@0D + a x@2DDM,

-a ‰
-
d2 t h

r I‰a x@1D Cos@d x@0D + a x@2DD + ‰a x@2D Sin@a x@0D + d x@1DDM>

ut@@3DD

-a ‰
-
d2 t h

r I‰a x@1D Cos@d x@0D + a x@2DD + ‰a x@2D Sin@a x@0D + d x@1DDM
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